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Abstract
The aim of this paper is to show that any stable complete Rieman-
nian flag on a compact and connected manifold is conjugated to a flag of
homogenus foliations ( see De´finitions).
Also, we give a characterization of complete Riemannian flags that
are homogenus.
This result is a step toward the classification of Riemannian flags.
1 Introduction
L’objet de ce travail est l’e´tude d’une classe de drapeaux riemanniens . Avant
d’exposer la position du proble`me, il est utile de rappeller les de´finitions suiv-
antes.
Quelques de´finitions:
1) Un drapeau de feuilletages (ou tout simplement un drapeau) sur une va-
rie´te´ M est la donne´e sur cette varie´te´ d’une suite croissante de feuilletages
D =(F1, ...,Fp) telle que dimFi = i. L’entier p est la longueur du drapeau.
Le drapeau est dit complet si le dernier feuilletage est de codimension un. Un
drapeau de longueur un est re´duit a` son flot.
2) Un drapeau est dit riemannien ( de Lie, minimal , paralle´lisable) si cha-
cun de ses feuilletages est riemannien (de Lie, minimal, transversalement par-
alle´lisable).
3) Un drapeau surM = Rn ou Tn est dit line´aire si chacun de ses feuilletages
est line´aire.
4) Etant donne´s un drapeau D = (F1, . . . ,Fp ) sur une varie´te´ M et une
submersion π d’une varie´te´ M# sur M , un rele`vement du drapeau D sur M#
est, s’il existe, un drapeau D# = (F#1 , . . . ,F
#
p ) sur M
#, tel que pour tout
i ∈ {1, . . . , p− 1}, le feuilletage F#i se projette sur le feuilletage Fi par π.
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5) Un drapeau D = {F1, . . . ,Fp} sur une varie´te´ M et un drapeau
D′ = (F ′1, . . . ,F
′
p ) sur une varie´te´M
′ sont dits conjugue´s s’il existe un diffe´omorphisme
de M sur M ′ e´changeant Fi et F ′i .
6) Un drapeau de feuilletages riemanniens D est dit stable si tout feuilletage
du drapeau est soit minimal, soit re´gulier et d’adhe´rence dans D .
Si F est l’adhe´rence d’une feuille d’un feuilletage Fr d’un drapeau stable
(M,D =(F1, ...,Fp)), les restrictions des feuilletages F1, ...,Fs a` F , ou` r ≤ s <
min(p, dimF ), forment un drapeau qu’on appellera trace de D sur F .
Position du proble`me
L’objectif dans l’e´tude des drapeaux de feuilletages, a e´te´ au de´part en
partant des re´sultats de Y. Carrie`re, de E. Fe´dida et de P. Molino sur les
feuilletages([4], [9], [12] ) , de voir ce qu’on peut dire des drapeaux de feuil-
letages de Lie et des drapeaux riemanniens en ge´ne´ral.
Les re´sultats obtenus sont les suivants:
Sur une varie´te´ compacte,
1) Tout drapeau riemannien minimal est conjugue´ a` un drapeau line´aire [2].
2) Tout drapeau riemanien se rele`ve sur le fibre´ des repe`res orthonorme´s
directs transverses du dernier feuilletage en un drapeau de feuilletages transver-
salement paralle´lisables. Ce qui a permis d’e´tablir qu’un drapeau riemannien
complet d’une varie´te´ compacte est un drapeau paralle´lisable[7].
3) Le the´ore`me de rele`vement de E. Fe´dida permet d’e´crire un the´ore`me de
structure des drapeaux de Lie[6].
Ici, il s’agit d’aborder l’e´tude de la structure d’un type particulier de drapeau
riemannien.
De fac¸on pre´cise ,
1) on montre que tout drapeau riemannien complet stable d’une varie´te´ com-
pacte est conjugue´ a` un drapeau de feuilletages homoge`nes.
2) On e´tablit une condition ne´cessaire et suffisante pour qu’un drapeau rie-
mannien complet d’une varie´te´ compacte soit un drapeau de feuilletages ho-
moge`nes.
Le 1) permet alors de statuer sur les drapeaux riemanniens complets ou
non d’une 3-varie´te´ compacte et sur les drapeaux riemanniens complets d’une
4-varie´te´ compacte, et re´pre´sente un pas important vers la classification des
drapeaux riemanniens.
Il s’agira pour la suite d’ achever la classification de ces drapeaux lorsqu’ils
sont supporte´s par une n-varie´te´ compacte (n ≥ 4), qu’ils soient complets ou
non , stables ou non.
Dans tout ce qui suit les objets sont C∞, la varie´te´ M est connexe et
orientable, et les feuilletages conside´re´s sont suppose´s orientables.
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2 Structure d’un drapeau riemannien complet
Pour e´tablir le the´ore`me de struture d’un drapeau riemannien complet, nous
allons montrer que pour un drapeau riemannien , admet toujours une me´trique
quasi-fibre´e par rapport a` chaque feuilletage du drapeau.
Proposition 2.1 Etant donne´ un drapeau riemannien , il existe toujours une
me´trique quasi-fibre´e commune a` tous les feuilletages.
Preuve. Il suffit de prouver que si F et F ′ sont deux feuilletages rieman-
niens d’une varie´te´ M tels que F
′
soit une extension de F , alors , il existe sur
M une me´trique riemannienne quasi-fibre´e a` la fois pour F et F ′. Et on ache`ve
par re´currence.
Soit (Ui)i∈I un recouvrement deM forme´ d’ouverts distingue´s a` la fois pour
F et F ′ de sorte que les feuilletages riemanniens soient de´finis respectivement
par les cocycles (Ui, T, fi, gij)i∈I et
(
Ui, T
′, f ′i , g
′
ij
)
i∈I
. Pour chaque i ∈ I, il
existe une submersion locale θi de fi(Ui) dans T
′ telle f ′i = θi◦fi. Si Ui∩Uj 6= ∅
, on a le diagramme commutatif suivant :
Ui ∩ Uj
fi
→ T
θi→ T ′
IdUi∩Uj ↓ ↓gji ↓g
′
ji
Ui ∩ Uj
fj
→ T
θj
→ T ′
Et si h et h′ sont les me´triques riemanniennes respectives de T et T ′de´finissant
les feuilletages riemanniens F et F ′, comme g′ji ◦ θi = θj ◦ gji , et que gji est
une isome´trie locale, alors
Tgji(KerTθi) = KerTθj et Tgji((KerTθi)
⊥) = (KerTθj)
⊥
Sur chaque ouvert fi(Ui) modifions la me´trique induite par h de la fac¸on
suivante: tout en la pre´servant sur KerTθi et en gardant l’orthogonalite´ des
sous-fibre´s KerTθi et (KerTθj)
⊥, on la substitue sur (KerTθi)
⊥ par l′image
re´ciproque par θi de la me´trique riemannienne h
′de T ′ . Avec ces nouvelles
me´triques sur les fi(Ui), les θi deviennent par construction des submersions rie-
manniennes, et les gij restent encore des isome´tries . Comme la varie´te´ trans-
verse mode`le T du feuilletage riemanien F , est par construction , la somme
disjointe des fi(Ui) , alors la somme disjointe de ces nouvelles me´triques sur les
fi(Ui) de´finissent sur T une me´trique h˜ . A cette nouvelle me´trique de T, il est
loisible d’y associer des me´triques F−quasi-fibre´es. Et chacune de ces me´triques
est aussi quasi-fibre´e pour F ′.
Ainsi , e´tant donne´ un drapeau riemannien, il existe toujours une me´trique
quasi-fibre´e commune a` tous les feuilletages. On dira d’une telle me´trique qu’elle
est quasi-fibre´e pour le drapeau.
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Ceci e´tant , le premier re´sultat porte sur la structure d’un drapeau rieman-
nien complet stable.
Nous rappelons qu’un drapeau de feuilletages riemanniens D est dit stable
si tout feuilletage du drapeau est soit minimal, soit re´gulier et d’adhe´rence dans
D .Cela signifie que chaque feuilletage a` feuilles non ferme´es est dense dans les
feuilletages suivants ([12]) jusqu’au prochain feuilletage a` feuilles ferme´es du
drapeau s’il en contient.
2.1 Structure d’un drapeau riemannien complet stable
Proposition 2.2 Soit (M,F1,..,Fk+1) un drapeau d’une n + 1−varie´te´ com-
pacte connexe tel que:
i) le flot est un feuilletage transversalement paralle´lisable,
ii) la varie´te´ basique de ce flot admet pour reveˆtement universel un groupe
de Lie re´soluble,
iii) le feuilletage Fk+1 co¨ıncide avec le feuilletage basique du flot.
Alors la varie´te´ M est diffe´omorphe a` une varie´te´ homoge`ne d’un groupe de
Lie re´soluble et le drapeau est conjugue´ a` un drapeau de feuilletages homoge`nes.
Preuve. L’entier k e´tant la dimension de l′alge`bre de Lie structurale du flot
(M,F) , si Tk+1 →֒M
πk→W est sa fibration basique , alors, on sait qu’il existe
une matrice A ∈ SL(k + 1;Z) diagonalisable ayant toutes ses valeurs propres
positives telle que la restriction du flot a` chaque fibre soit conjugue´e a` un meˆme
flot mode`le line´aire du tore Tk+1de direction v1 un des vecteurs propres de A[1].
Des exemples de telles matrices peuvent eˆtre trouve´s dans[8].
Puisque chacun des feuilletages contient le flot, alors il laisse invariant les
feuilletages et ensuite comme l’action de ce flot est transitive, le drapeau in-
duit sur chacune des adhe´rences du flot− le tore Tk+1−, le meˆme drapeau
D′k=(F
′
1, ...,F
′
k). Comme les feuilletages de D
′
k en tant que restriction de feuil-
letages riemanniens sur une partie sature´e pour chacun des feuilletages F1,..,Fk
, sont aussi des feuilletages riemanniens, alors d’apre`s [2]le drapeau D′k est
line´aire.
On peut pre´ciser que, si v1, ....., vk+1sont les (k + 1)− vecteurs propres as-
socie´s aux (k + 1)− valeurs propres non ne´cessairement distinctes de A,le dra-
peau mode`le D′k induit sur chaque adhe´rence est tel que pour tout i, 1≤ i ≤ k,
< v1, . . . , vi > soit une direction du feuilletage line´aire F
′
i .
On peut noter pour la suite que la projection line´aire σi de Rk+1 sur le
sous-espace < vi+1, . . . , vk+1 > ∼= Rk−i+1 suivant la direction < v1, . . . , vi > est
une de´ve´loppante de F ′i et qu’ensuite, puisque A laisse invariant le feuilletage
releve´ de F ′i sur R
k+1et le sous-espace < vi+1, . . . , vk+1 >, il existe une matrice
carre´e Ai d’ordre k− i+1, dont l’application line´aire ρAi associe´e est telle qu’on
ait ρAi ◦ σi = σi ◦ ρA. Il en re´sulte que cette matrice Ai est diagonalisable , a`
valeurs propres positives et de vecteurs propres vi+1, . . . , vk, de sorte que pour
t ∈ R, la matrice Ati est de´finie et l’on a:
ρAti
◦ σi = σi ◦ ρAt (⋆)
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Ceci dit, soit GW le groupe de Lie connexe re´soluble (donc simplement
connexe [5]) reveˆtement universel de W et G = Rk+1 ×A GW la structure de
groupe de Lie sur Rk+1 ×GW de´finie par la loi :
(x, g) · (x′, g′) = (Aρ(g)
−1
x′ + x, gg′)
ou` ρ est le prolongement line´aire d’une re´pre´sention non nulle de π1(W ) sur
Z[13].
Ensuite, puisque la varie´te´ W = GWπ1(W ) est compacte, et π1(W ) s’identifiant
a` un sous-groupe discret uniforme de GW ; alors , il est clair que Z
k+1×Aπ1(W )
est aussi un sous-groupe discret uniforme de G et par suite P = G
Zk+1×Aπ1(W )
est une n+ 1− varie´te´ compacte.
Par ailleurs, comme le groupe produit semi-direct de deux groupes re´so-
lubles est re´soluble, alors G est re´soluble. Ensuite, le groupe re´soluble GW ,
e´tant topologiquement isomorphe a` un Rm[5],est alors contractile. Il en re´sulte
que le fibre´ re´ciproque du reveˆtement universel de W par la projection basique
πk est triviale.
Ceci e´tant, conside´rons la submersion Φ de G = Rk+1 ×A GW sur π∗k(GW )
de´finie par Φ(t, g) = ψ−1(θ(t), g ) ou` θ est la projection canonique de Rk+1sur
Tk+1et ψ : π∗k(GW ) → T
k+1 × GW une trivialisation de π∗k(GW ). Pour tous
s ∈ π1(W ) et (t, g) ∈ Rk+1 ×A GW on a
Φ(s • (t, g)) = s · Φ(t, g)
ou` la seconde action est l’action canonique de π1(W ) sur π
∗
k(GW ); Φ passe au
quotient et de´finit une submersion surjective ϕ de P = GupslopeZk+1 ×A π1(W ) sur
M rendant commutatif le diagramme
G
Φ
→ π∗k(GW )
p ↓ ↓pr1
P
ϕ
→ M
ou` pr1 est la premie`re projection de π
∗
k(GW ) = M ×W GW et p la projection
canonique de G sur P. En s’aidant du diagramme commutatif suivant ,
G
θ×IdGW→ Tk+1 ×GW
pr2
→ GW
IdG ↓ ↓ψ−1 ↓IdGw
G
Φ
→ π∗k(GW )
pr2
→ GW
p ↓ ↓pr1 ↓pW
P
ϕ
→ M
πk→ W
on a , pour tout m ∈M ,
((θ × IdGW )
−1 ◦ ψ)pr−11 (m) =
(θ × IdGW )
−1{(z0, sg0) ∈ T
k+1 ×GWupslopepW (g0) = πk(m) et s ∈ π1(W )} =
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(θ × IdGW )
−1(π1(W ).(z0, g0)) = (Z
k+1 ×A π1(W )).(t0, g0) = p
−1(ϕ−1(m)) ,
ou`
θ(t0) = z0 = (pr1 ◦ ψ)(m, g0);
alors
ϕ−1(m) = p((Zk+1 ×A π1(W )).(t0, g0))
est un singleton et il en re´sulte que ϕ est une submersion bijective, i.e un
isomorphisme de varie´te´s.
Le releve´ horizontal du drapeau D′k sur G = R
k+1 ×A GW est le releve´ par
p du drapeau ϕ∗Dk =(ϕ∗F1, ..., ϕ∗Fk). Ensuite en s’aidant de la formule (*) ,
il est facile de voir que les feuilletages ϕ∗Fi , 1 ≤ i ≤ k, sont des feuilletages
de Lie dont les de´ve´loppantes respectives sont les morphismes de groupes Di :
Rk+1 ×A GW → Rk ×Ai GW de´finis par
Di(t, g) = (σi(t), g) ,
et que le feuilletage ϕ∗Fk+1 correspond au feuilletage de´fini par la projection
Rk+1 ×A GW → GW ; et qu’au total le drapeau conside´re´ (M,F1,..,Fk+1) est
conjugue´, au moyen de ϕ, a` un drapeau de feuilletages homoge`nes ([9], [10]).
Thorme 2.3 Tout drapeau riemannien complet stable(M,D) d’une n+1-varie´te´
compacte connexe est conjugue´ a` un drapeau de feuilletages homoge`nes.
De fac¸on plus pre´cise:
- La varie´te´ M est diffe´omorphe a` un espace homoge`ne quotient d’un groupe
de Lie re´soluble G par un sous-groupe discret Γ, et
- il existe une suite strictement de´croissante de sous-groupes distingue´s dont
les orbites de´terminent le drapeau.
Preuve. On pose dimM = n + 1 et on va raisonner par re´currence sur le
nombre l de feuilletages a` feuilles ferme´es du drapeau.
- Si l = 0, le flot est minimal , le re´sultat est e´vident [2].
Sinon , soit Mn+1 une varie´te´ compacte connexe supportant un drapeau
riemannien complet stable Dn=(F1, ...,Fn). On sait que les feuilletages du
drapeau sont tous transversalement paralle´lisales[7]. Soit k la dimension de
l’alge`bre de Lie structurale du flot de (Mn+1 ,Dn); k ≤ n− 1 et
Tk+1 →֒Mn+1
πk→ Wn−k
sa fibration basique.Comme le drapeau est stable et l 6= 0, F1 , le feuilletage
par les adhe´rences du flot, co¨ıncide avec le feuilletage Fk+1 ; leurs fibrations
basiques sont alors identiques. Dans la suite excate d’Atiyah de C0(Wn−k)−
modules et d’alge`bres de Lie
0→ ΓgWn−k+1 → l(M,Fk+1)
πk→ Ξ(Wn−k)→ 0
associe´e au feuilletage a` feuilles ferme´es Fk+1[11], le C
0(Wn−k)− module
ΓgWn−kest alors nul ; πk est donc un isomorphisme d’alge`bres. Le drapeau
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se projette sur la varie´te´ basique Wn−kdu flot F1en un drapeau riemannien
complet stable D♭n−k−1=(F
♭
1, ...,F
♭
n−k−1) ou` pour tout s, 1 ≤ s ≤ n− k − 1,
F ♭s = πk(Fk+1+s).
Comme pre´ce´demmentD♭n−k−1 va se projetter sur la varie´te´ basique de F
♭
1 en
drapeau riemannien complet stable qui est aussi le projete´ de Dn sur la varie´te´
basique du second feuilletage a` feuilles ferme´es de Dn. Soit W ′1 = Wn−k, ...,
W ′l , la suite des varie´te´s basiques ainsi obtenue par projections successives. La
projection de Dn surW ′l est un drapeau riemannien dont aucun feuilletage n’est
a` feuilles ferme´es car sinon Dn contiendrait , contrairement a` l’hypothe`se , plus
de l feuilletages a` feuilles ferme´es. Ensuite puisque ce drapeau surW ′l est stable,
ses feuilletages sont ne´cessairement minimaux ; par suite on peut conside´rer que
W ′l = T
q et que le drapeau qu’il supporte est line´aire [2]. Comme le reveˆtement
universel W˜ ′l =R
q est un groupe de Lie re´soluble, alors par la proposition 2.2,
la projection de Dn sur W
′
l−1 est un drapeau de feuilletages homoge`nes et le
reveˆtement universel W˜ ′l−1 est un groupe de Lie re´soluble. Par re´currence ,
toutes les varie´te´s basiques conside´re´es sont des varie´te´s homoge`nes de groupes
de Lie re´solubles. Il vient donc avec la meˆme proposition 2.2, que la varie´te´
Mn+1 est diffe´omorphe a` une varie´te´ homoge`ne d’un groupe re´soluble . En clair
, il existe une suite d’entiers strictement positifs k1, .., kl−1 , des groupes de Lie
re´solubles G1, .., Gl , et des matrices carre´es A1,..,Al−1 tels que:
M ∼=
G
π1(M)
; G = Rk1 ×A1 G1 = R
k1 ×A1 (R
k2 ×A2 G2) = ..,
Gi = R
ki ×Ai Gi+1, Gl−1 = R
kl−1 ×Al−1 R
s, Gl = R
q,
et il est facile de voir que le rele´ve´ de chaque feuilletage du drapeau Dn sur G est
soit le releve´ d’un feuilletage homoge`ne , soit le produit du rele´ve´ d’un feuilletage
basique et du releve´ d’un feuilletage homoge`ne. Mais comme les feuilletages
basiques des feuilletages du drapeau sont aussi des feuilletages homoge`nes, alors
le drapeau Dn est a` une conjugaison pre´s, un drapeau de feuilletages homoge`nes.
Enfin, la conside´ration de la suite (Hi)1≤i≤n, ou` Hi = KerDi et les Di des
developpantes de ces feuilletages homoge`nes, permet de conclure.
Remarques
1) Le reveˆtement universel d’une varie´te´ compacte connexe supportant un
drapeau riemannien complet stable (donc un drapeau de Lie) est un groupe de
Lie finement re´soluble et le groupe d’holonomie de chacun des feuilletages est
finement polycyclique [6].
2) La preuve du the´ore`me2.3 montre que si chacune des matrices Ai est
re´duite a` la matrice identite´ alors le groupe de Lie est abe´lien ; G = Rn+1, et le
drapeau est line´aire.
En particulier un drapeau riemannien complet dont les feuilletages sont a`
feuilles ferme´es est un drapeau line´aire du tore.
3) Les adhe´rences des feuilles des feuilletages d’un drapeau stable sont iso-
morphes a` des varie´te´s homoge`nes de groupes de Lie finement re´solubles. Et la
trace du drapeau sur chacune de ces adhe´rences est un drapeau de feuilletages
homoge`nes.
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4) La preuve de la proposition 2.2, le the´ore`me2.3 et [6] permettent de voir
que tout drapeau riemannien complet d’une 3−varie´te´ compacte connexe est ,
a` une conjugaison pre`s, un drapeau de Lie du tore hyperbolique T3A(trA ≥ 2).
Il en re´sulte qu’un flot riemannien sur la sphe`re S3 ou sur un espace lenti-
culaire de dimension 3 n’admet aucune extension riemannienne propre.
De meˆme en dimension 3 ou 4 , on a:
Corollaire 2.4 Tout drapeau riemannien complet d’une 4-varie´te´ compacte con-
nexe est conjugue´ a` un drapeau de Lie de flot homoge`ne.
Preuve. Soit (M,F1,F2,F3) un tel drapeau. Les deux derniers feuilletages
e´tant de Lie, il reste seulement a` montrer que le flot est de Lie.
- Si le drapeau est stable, le proble`me est re´solu.
- Si le flot est a` feuilles ferme´es , le flot est un feuilletage de Lie en cer-
cles puisque la varie´te´ basique du flot est le tore hyperbolique T3A(trA ≥ 2)
(prop.2.2). Et dans ce cas, M = S1 × T3A.
- Si l’alge`bre de Lie structurale du flot est de dimension un, la varie´te´ basique
du flot e´tant le tore T2, alors le drapeau (F1, F1) peut eˆtre comple´te´ en un
drapeau riemannien complet stable. Et ici aussi M = T2×AT2, ou` A appartient
a` la famille des matrices de´crites plus haut.
2.2 Structure d’un drapeau riemannien complet
Le second re´sultat fournit une obstruction a` l’existence d’un drapeau rieman-
nien complet sur une varie´te´ (non ne´cessairement compacte) et montre que
les drapeaux riemannien complets ont des proprie´te´s assez riches et proches des
drapeaux complets de feuilletages de Lie homoge`nes . Ce qui nous permet
d’obtenir pour une varie´te´ compacte une caracte´risation des drapeaux rieman-
niens complets qui sont des drapeaux de feuilletages homoge`nes.
Thorme 2.5 Soit D = (F1, ...,Fn−1) un drapeau riemannien d’une n− varie´te´
connexe non ne´cessairement compacte M . Alors on a les proprie´te´s suivantes.
1) La varie´te´ M est comple`tement paralle´lisable et les feuilletages du drapeau
sont a` la fois transversalement paralle´lisable et transversalement inte´grables. De
fac¸on pre´cise, il existe un unique paralle´lisme (Yi)1≤i≤n de M dit paralle´lisme
du drapeau tel que:
- Pour tout i ≥ 1, Yi est unitaire, tangent a` Fi,et oriente le flot qu’il de´finit
- Pour tous 1 ≤ i < j ≤ n, [Yi, Yj ] = kijYi, ou` les fonctions kij , dites
fonctions de structure du drapeau, sont , pour i ≥ 2, basiques pour le
feuilletage Fi−1.
2) Si la varie´te´ est compacte, son re´veˆtement universel est isomorphe a`
Rnet le drapeau releve´ est un drapeau de feuilletages simples transversalement
paralle´lisables. Et le drapeauD est un drapeau de feuilletages homoge`nes si et
seulement si ses fonctions de structure sont constantes.
Preuve. Pour un feuilletage riemannien (M , F) on de´signe par :
- A(M) l’anneau des fonctions nume´riques C∞ sur M
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- ΞF leA(M)− module des champs de vecteurs tangents a` F ,
- υ(F) le fibre´ normal de F ,
- l(M ,F) l’alge`bre de Lie des champs de vecteurs globaux feuillete´s trans-
verses,
- (TF)⊥ le fibre´ orthogonal de TF relativement a` une me´trique quasi-fibre´e
de F ,
- si X ∈ ΞF , < X > le sous- fibre´ de rang un qu’il engendre,
Soit D =(F1, ...,Fp) un drapeau riemannien sur la n-varie´te´ riemannienne
(M , g), ou` g est une me´trique quasi-fibre´e du drapeau ( prop.2.1) et F un
feuilletage quelconque de D. Soient m=dimF ( i.e. F =Fm ) . Alors pour tout
i,m ≤ i ≤ n− 2 , les sous-fibre´s (TFi)⊥ ∩TFi+1 et (TF n−1)⊥ sont de rang un
( l’orthogonalite´ e´tant bien suˆr entendue dans le sens de la me´trique quasi-fibre´e
du drapeau). Soient respectivement Yi+1 et Yn les champs de vecteurs unitaires
qui les engendrent et qui orientent chacun des flots associe´s.
D’apre`s ce qui pre´ce`de, puisque g est quasi-fibre´e pour F , il est clair que:
1) Ym+1,..,Yn sont (n − m) champs globaux line´airement inde´pendants en
chaque point de M , formant une base de υ(Fm)∼= (TFm)⊥ .
2) Pour tout k, 0 ≤ k ≤ n−m− 1
TFm+k+1 = TFm+k ⊕< Ym+k+1 > = TFm ⊕ ( ⊕< Yj >)
m+1≤j≤m+k+1
3) Pour tout i ≥ m+ 1 et pour tout X ∈ ΞF , Yi e´tant unitaire alors on a:
0 = Xg(Yi, Yi) = 2g([X,Yi], Yi).
Il re´sulte de 2) et 3) que pour tout i ≥ m+1, [ X ,Yi] ∈ ΞFi et est orthogonal
a` Yi ; ce qui implique que [X,Yi] est tangent a` Fi−1 puisque
TFi = TFi−1 ⊕< Yi >. Ensuite pour tous i, j, m+ 1 ≤ i < j ≤ n, on a
0 = Xg(Yi, Yj) = g([X,Yi], Yj) + g(Yi, [X,Yj ]) = g([X,Yi], Yi)
car [ X ,Yi]∈ ΞFi−1 est orthogonal a` Yj puisque Yj ⊥TFj−1 et TF i−1 ⊂ TFj−1.
Ceci montre que [X,Yi] est tangent a` Fi−1 et est orthogonal a` Ym+1,..,Yn.
Comme TF i−1= TFm ⊕ ( ⊕
m+1≤j≤i−1
< Yk >) alors [X,Yi] est tangent a` Fm,
i.e. pour tout i ≥ m + 1, Yj ∈ l(M ,F). Ce qui assure que F est un feuilletage
transversalement paralle´lisable; par suite le drapeau est paralle´lisable.
Pourm = 1, soit Y1 un champ unitaire complet tangent au flot F1, (Y2, .., Yn)
le paralle´lisme tranverse de F1 , alors par construction, (Y1, .., Yn) est un par-
alle´lisme de TM =TF1 ⊕ (⊕< Yj >)
2≤j≤n
= (⊕< Yj >)
1≤j≤n
et (Yi+1, .., Yn) un par-
alle´lisme de Fi. Ce paralle´lisme est alors tel que :
pour tous i, j, 1 ≤ i ≤ j ≤ n, [Yi, Yj ] ∈ ΞFi et pour tout k < i,
g([Yi, Yj ], Yk) = Yjg(Yk, Yi)− g([Yk, Yj ], Yi) = 0
Il en re´sulte que [Yi, Yj ] ∈ < Y1, .., Yi−1 >
⊥
∩ ΞFi = < Yi > , donc pour tous
i, j, 1 ≤ i < j ≤ n on a
[Yi, Yj ] = kijYi, (**)
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et alors la varie´te´ M est comple`tement paralle´lisable.
Pour l < i < j, la relation de Jacobi applique´e au triplet ( Yl,Yi, Yj) et
l’identite´(**) permettent de voir que les fonctions de structure kij sont basiques
pour le feuilletage Fi−1.L’identite´ (**) montre e´galement que le A(M)−Ξ υ(Fi)
des champs normaux a` Fi est un module libre de base Yi+1, .., Yn, et que les
distributions υ(Fi)≅ (TFi)⊥ sont inte´grables. On notera pour la suite, Fi⊥ le
feuilletage transverse ainsi de´fini.
2) Supposons maintenant que la varie´te´ de base M est compacte.
a) Dans ce cas la me´trique g et sa releve´eg˜ sur le reveˆtement universel de M
e´tant comple`tes, et Fi transversalement inte´grable, le the´ore`me de de´composition
de Blumenthal- Hebda [3]assure que le reveˆtement universel M˜ de M s’identifie
au produit F˜i×F˜i
⊥
, ou` F˜i est une feuille du feuilletage releve´F˜i de Fi et F˜i
⊥
une
feuille du feuilletage releve´ F˜⊥i de F
⊥
i ,et que la projection sur le second facteur
est une submersion riemannienne qui de´finit le feuilletage releve´ F˜i.Il en re´sulte
comme F˜1 est un reveˆtement simplement connexe de la feuille F1 de F1 pro-
jete´e de F˜1 , que M˜ ≅ R × F˜1
⊥
. Comme le drapeau releve´ sur (M˜ , g˜ ) est
aussi un drapeau paralle´lisable et comme la projection sur le second facteur est
la fibration basique du flot releve´, alors ledrapeau releve´ se projette sur F˜1
⊥
en
un drapeau riemannien complet d’une varie´te´ comple`te connexe et simplement
connexe et le meˆme the´ore`me de de´composition de Blumenthal- Hebda assure
que F˜1
⊥
≅ R × F˜2
⊥
et on a M˜ ≅ R2 × F˜2
⊥
. De proche en proche on obtient
que M˜ ≅ Rn−1× F˜n−1
⊥
≅ Rn. On notera de meˆme que le reveˆtement universel
des feuilles du feuilletage Fi du drapeau sont toutes isomorphes a` R
i.
b) - Si (M,D) est un drapeau de feuilletages homoge`nes, le the´ore`me de
rele`vement d’un drapeau de Lie[6], rele`ve D en un drapeau de feuilletages
homoge`nes simples sur un groupe de Lie G connexe et simplement connexe
reveˆtement universel de M. Comme l’action a` gauche d’e´le´ments de G est une
isome´trie et que les feuilletages rele´ve´s sont homoge`nes, il est clair que le par-
alle´lisme de ce drapeau rele´ve´ est compose´ de champs invariants a` gauche.Si les
Ckij sont les constantes de structure de l’alge`bre de Lie de G dans la base de´finie
par ce paralle´lisme, il est alors clair que les fonctions de structure de k˜ij de
ce drapeau releve´ sont alors constantes, soit k˜ij = C
j
ij . Comme la projection
sur M de ce paralle´lisme est le paralle´lisme du drapeau (M,D) avec les meˆmes
fonctions de structure, alors on a le re´sultat.
- Re´ciproquement si les fonctions de structure kij du paralle´lisme (Yi)1≤i≤n
d’un drapeau riemannien complet (M,D) sont constantes, alors le paralle´lisme
rele´ve´ (Y˜i)1≤i≤n sur le reveˆtement universel M˜ de M , de´finit une alge`bre de Lie
re´elle de dimension n, de groupe de Lie connexe et simplement connexe G. On
peut supposer , a` un diffe´omorphisme pre`s, que M˜ =G et que M est un espace
homoge`ne. Puisque le feuilletage rele´ve´ de tout feuilletage Fi du drapeau est,
comme on le voit , de´fini par les orbites du sous-groupe distingue´ correspondant
a` l’ide´al engendre´ par Y˜1, .., Y˜i (**), alors le feuilletage Fi est un feuilletage
homoge`ne.
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